







РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСА В АКТИВНОЙ 
СИСТЕМЕ ИЗ ДВУХ ПРЕДПРИЯТИЙ С ПРИМЕНЕНИЕМ 
ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ ТИПА КОББА-ДУГЛАСА 
 
 
В статті розглянуто задачу розподілу обмеженого об’єму трудового ресурса серед двох 
підприємств об’єднання з метою максимізації їх сумарного віпуску. Підприємства описуються 
двохфакторними виробничними функціями типа Кобба-Дугласа. Поведінка управляючого центру 
підпорядковується принципу відвертого управління. Ігровий аналіз стратегій поведінки 
підрозділів включає пошук всіх стандартних рішеннь відповідної безкаліційної гри. Для 
ілюстрації розрахунків наведено приклад виконання аналізу на реальних даних. 
 
 
Формирование рыночных отношений в экономике Украины обусловило 
процесс реорганизации производственных систем и возникновение новых 
типов объединений, отличительной особенностью которых является 
финансовая подчиненность входящих в них предприятий единому 
управляющему органу. Такие социально-экономические системы обладают 
большим потенциалом, нежели сумма производственных возможностей 
отдельных предприятий, и, как следствие, благосостояние каждого члена 
объединения, при успешном управлении всей структурой, может быть 
улучшено. 
Управление объединением из нескольких предприятий является сложным 
процессом и требует рассмотрения множества вопросов, таких, например, как 
стратегическое планирование, планирование производственной и финансовой 
деятельности, бюджетирование подразделений, инвестиционная и 
инновационная политика и многие другие. Данное исследование посвящается 
решению одной из производственно-экономических проблем, возникающих 
при планировании производственной деятельности, – проблеме 
распределения ограниченного ресурса внутри объединения. За счет 
рационального использования имеющихся средств, она является 
перспективным источником повышения эффективности работы, как всей 
организации, так и отдельных ее представителей. 
Вместе с появлением новых перспектив от сотрудничества, возникают и 
дополнительные трудности, суть которых заключается в следующем. 
Руководство, в силу особенностей организационной структуры объединения, 
обладает неполной информацией о производственных возможностях своих 
подразделений, зная лишь границы изменения их реальных значений. Оно 
планирует деятельность всей организации на основании сообщаемых 
предприятиями данных и заботится о достижении собственной цели, которая, 
в общем случае, может не совпадать с критериями функционирования 
предприятий. Возникающие противоречия приводят к конфликту интересов 
122 
сторон, и предприятия, пользуясь частичной неосведомленностью центра, 
заинтересованы искажать предоставляемую информацию, стремясь 
обеспечить себе более выгодные условия работы. В результате такого 
поведения эффективность работы объединения в целом снизится. Кроме того, 
манипуляции повлекут изменения не только экономического характера, но и 
социального. Неверные данные о производственных возможностях отразятся 
на цене продукции, а значит, в конечном счете, пострадает потребитель. 
Перечисленные особенности не могут не влиять на выбор метода 
решения исследуемой проблемы. Так, например, расчет задачи распределения 
ресурсов в рамках одного предприятия, может выполняться при помощи 
оптимизационных методов. В большинстве своем это однокритериальная 
оптимизация и критерий определяется целью поставленной задачи. В более 
простых случаях можно получить полное аналитическое решение и провести 
его исследование. Если же это сделать не удается, применяются численные 
методы. 
Распределение ресурса внутри объединения предприятий – это 
многокритериальная задача и стандартные оптимизационные методы уже не 
дают удовлетворительных результатов как в случае одного подразделения. 
Первые трудности встречаются уже на этапе формализации условий и 
построения математической модели. Необходимо знать «все обо всех», то 
есть обладать достоверной информацией о производственных возможностях 
предприятий. На практике этого добиться практически невозможно и 
приходится принимать решения в состоянии некоторой неопределенности. 
Найденный ответ не будет обладать устойчивостью и малейшие отклонения в 
поведении одного или нескольких подразделений могут приводить к 
противоположным результатам. Кроме того, цели участников допускают 
противоречивость, взаимоисключения и т.п., и тогда придется вводить 
дополнительные, искусственные, ограничения, упрощения или весовые 
коэффициенты, чтобы объединить их в один критерий, удовлетворяющий 
целям каждого. В действительности это означает навязывание предприятиям 
воли лица, занимающегося проблемой распределения, что не согласуется с 
практикой. 
Для решения подобных многокритериальных задач на смену 
оптимизационным методам приходят игровые, оформившиеся в виде теории 
активных систем. Их отличительной особенностью является более высокая 
адекватность отражения интересов действующих лиц, возможность поиска 
уравновешенных устойчивых решений, но вместе с тем, сложность решения 
существенно выше, чем в оптимизационных методах, и зачастую полностью 
аналитически его получить не удается. За счет большего соответствия 
реалиям экономических отношений, игровые методы пользуются доверием и 
спросом среди практических менеджеров. 
В рамках теории активных систем принято деятельность экономической 
системы моделировать бескоалиционной игрой, в которой каждый участник 
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имеет свой критерий оптимальности, свои производственные возможности и 
ограничения (см. [1]). Достоверно сторонам не известна информация друг о 
друге, равно как и центральный орган не знает реальных характеристик 
подразделений. Однако постановка задачи, принятая в теории активных 
систем, позволяет учитывать цели каждого, вместе с ограниченностью и 
неполнотой доступной информации, а при помощи теоретико-игрового 
анализа находятся оптимальные управления, обеспечивающие 
удовлетворительные значения критериев. 
С точки зрения теории управления, наиболее трудным является 
управление системой с двумя действующими элементами. В случае многих 
участников вступает в силу так называемая гипотеза слабого влияния 
(см. [2, с. 31]), в соответствии с которой, один игрок, если он не монополист, 
не может значительно повлиять на поведение остальных и на конечный 
результат. Поэтому, система вне зависимости от управляющих воздействий, 
самостоятельно придет в состояние равновесия. Качество законов управления 
наилучшим образом можно исследовать для случая именно двух элементов, 
так как индивидуальное поведение каждого в значительной степени 
отражается на результате деятельности. 
Теория активных систем – развивающаяся наука, являющаяся разделом 
теории управления социально-экономическими системами и изучающая 
свойства механизмов их функционирования, обусловленные проявлением 
активности участников системы. На сегодняшний день перед научной 
дисциплиной стоит ряд теоретических и практических задач. К их числу 
относится адекватный учет в формальных моделях современных социальных 
и экономических отношений, анализ и синтез механизмов управления в 
условиях возможности образования коалиций, изучение механизмов 
управления при использовании различных концепций равновесия и 
теоретическое исследование устойчивости решений задач управления 
реальными организационными системами (см. [3, с. 77]). 
Таким образом, учитывая все выше сказанное, необходимость 
применения научно обоснованных методов и механизмов управления 
хозяйственной деятельностью, актуальность повышения их эффективности, а 
также недостаточное количество разработок, ориентированных на 
объединения предприятий в условиях современных экономических 
отношений, явились основанием выбора темы настоящего исследования. 
 
Постановка задачи исследования 
 
Соблюдая принятые в рамках теории активных систем определения и 
термины, сформулируем задачу исследования. 
Будем рассматривать двухуровневую активную систему, 
представляющую собой объединение из двух предприятий, выступающих в 
качестве активных элементов, и центрального управляющего органа, – 
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руководства объединения. Работа предприятий заключается в выпуске 
продукции Y  и получения прибыли D  от ее реализации. Количество 
произведенной продукции зависит от факторов производства – 
производственных фондов, объем которых K  известен только самому 
предприятию, и трудовых ресурсов L , являющихся ограниченным ресурсом, 
получаемым от центра. Математической моделью, описывающей взаимосвязь 
факторов производства и выпуска продукции, выбрана производственная 
функция типа Кобба-Дугласа. Являясь одной из наиболее известных и 
распространенных форм производственных функций, она применяется для 
описания систем, характеризующихся стабильностью работы (см. [4]). Ее 
параметры определяются при помощи методов регрессии на основании 
статистических данных за прошедшие периоды, следовательно, можно 
считать, что они достоверно известны центру. 
Функционирование системы исследуется в дискретные моменты времени, 
в каждом из которых задача центра заключается в распределении 
ограниченного объема трудовых ресурсов R , обеспечивая максимум 
суммарного выпуск продукции предприятий  . В тоже время, задачей 
предприятий является получение такого количества трудовых ресурсов, при 
котором их собственная прибыль D  достигала бы максимума. Прибыль 
предприятий формируется как разность между доходом от продажи центру 
всей произведенной продукции Y  по цене   и затратами на производство 
этой продукции z . 
Управление социально-экономической системой является сложной 
проблемой и в настоящее время теория однозначно не дает ответа, какой 
закон управления наилучший. Не смотря на это, наиболее эффективным и 
практически проверенным является принцип открытого управления (см. [3]). 
В соответствии с ним цена продукции  , назначаемая центром, является 
внутрифирменной ценой и математически является условием согласования 
целей центра и предприятий. Именно этот принцип рассматривается в 
исследовании. 
Работа системы осуществляется по следующей схеме. Предприятия 
сообщают центру оценки объемов своих производственных фондов s . На их 
основе центр решает собственную задачу оптимизации, распределяя между 
подразделениями трудовые ресурсы и назначая цену продукции. 
Предприятия действуют самостоятельно, предоставляют данные только 
центру, не ведут между собой переговоры, не создают коалицию и стремятся 
своим поведением обеспечить достижение собственных целей, не заботясь о 
целях центра. Такая модель поведения соответствует бескоалиционной игре. 
 
Введем следующие обозначения. Критерий i-го предприятия будем 
записывать в виде: 
 
maxzYD iii  . 
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  , 
 
где: iA  – масштабный коэффициент, согласующий размерности единиц 
измерения факторов производства; i  и i  – коэффициенты эластичности 
выпуска продукции по объемам производственных фондов и трудовых 
ресурсов соответственно (см. [4]). 
Затраты предприятия на выпуск продукции будем выражать линейной 
функцией факторов производства (см. [5]): 
 
iiiii LrKwz  , 
 
где, ir  и iw  – удельные стоимости соответственно трудовых ресурсов и 
основных фондов в общих затратах. 










Предварительный анализ бескоалиционной игры активных элементов и 
центра показал, что предпочтительной стратегией предприятий является 
сообщение заниженных оценок s , вплоть до нуля. За счет этого, в 
соответствии с принципом открытого управления, происходит 
неограниченный рост цены и рост прибыли предприятий. Устойчивые 
решения наблюдаются в области малых s , при этом значения критериев 
значительно возрастают. Множество Парето, переговорное множество, точка 
Эджворта и точка максимальной суммы, находятся на бесконечности, чего в 
реальности быть не может. 
Игра без ограничений, когда подразделения могут сообщать любые 
оценки, не отвечает действительности еще и по другой причине. На практике, 
размеры производственных фондов не могут изменяться в широких пределах, 
или даже снижаться до нуля, если на предприятии не происходит никаких 
серьезных трансформаций (если же это происходит, то производственная 
функция Кобба-Дугласа не применима и настоящая работа не 
распространяется на подобные ситуации). Центр в большинстве случаев 
имеет представления о границах изменения объемов производственных 
фондов и может определить, по меньшей мере, их нижний предел. Поэтому, в 
задаче будем учитывать ограничения снизу на сообщаемые предприятиями 
оценки: 
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min22min11 ss,ss  . 
 
Такие условия позволяют ограничить сверху пространство игры, а значит 
получить конкретные значения стандартных решений. Ограничивать сверху 
s  нет необходимости, так как известно, что завышение собственных 
возможностей в задачах распределения ресурсов ведет к уменьшению 
выигрышей (см. [2]). 
Следует заметить, что представления центра об mins  могут быть 
несколько заниженным и предприятия, стремясь получить максимум 
прибыли, сообщат минимально возможные оценки, то есть ограничения. Это 
поведение объясняется ростом цены, устанавливаемой по закону 
ценообразования, и является манипуляцией действиями центра. 
Неоправданное завышение, в конечном счете, негативно отразиться на 
потребителе. Во избежание такой ситуации, можно вводить дополнительно 
еще одно ограничение типа неравенства – верхний предел цены: max , но 
в данной работе оно рассматриваться не будет. 
Цель настоящего исследования заключается в определении возможных 
результатов взаимодействия центра и активных элементов, выявление 
качественно-рационального поведения участников в условиях ограничений 




Анализ проблем, связанных с управлением, был бы не полным, если бы 
давал возможность оценить только результат каких-либо воздействий. На 
практике важно знать не только «что» можно получить, но и каким образом 
необходимо действовать, чтобы обеспечить планируемый финал. Поэтому 
исследование поставленной задачи будем выполнять в двух пространствах – 
пространстве управлений и пространстве критериев. Их взаимосвязь, умение 
переходить из одной системы координат в другую позволят дать ответы на 
два упомянутых выше вопроса. 
Рассматриваемая активная система является двухуровневой, поэтому 
задача распределения ресурса решается последовательно, в два этапа, на 
верхнем уровне, – уровне центра, и нижнем – уровне предприятий. Центру 
необходимо принять закон управления, обеспечивающий максимум его 
критерия  , в результате чего определяются стратегии L  и  . На нижнем 
уровне определяются управления (стратегии) s , при которых предприятия 
получают максимальные прибыли D . 
Получим решение задачи центра – распределение трудовых ресурсов и 
закон ценообразования. 
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Как отмечалось выше, центр не знает реальных объемов 
производственных фондов подразделений и действует на основании 












Найдем оптимум функции   взяв ее частные производные по 1L , 2L , 
приравняв их нулю; после преобразований получим уравнение: 
 
 








решение которого относительно 1L  дает закон распределения ресурса. 
На практике, нахождение 1L , 2L  не вызывает особых затруднений. Имея 
конкретные параметры производственных функций предприятий, искомые 
значения можно вычислить при помощи численных методов, но получить 
аналитическое выражение в общем виде не представляется возможным. Такое 
преобразование удается выполнить в случае, когда  21 . 
Дополнительный анализ показал, что малые отклонения в значениях   дают 
незначительные отклонения в конечных решениях закона управления и 
критериев предприятий. Более того, зная соотношения i  можно вычислить 
соотношения выигрышей предприятий и значение критерия центра. Таким 
образом, ограничение на равенство показателей эластичности не является 
принципиальным, не искажает методики решения и вида полученных 
закономерностей, и вместе с тем позволяет аналитически изучить природу 
игры в целом. 









































В соответствии с принципом открытого управления цели центра и 
предприятий согласовываются при помощи цены. Для ее нахождения 
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запишем критерии предприятий по представлениям центра, который не знает 
реальных объемов производственных фондов K , поэтому в выражениях для 




















































ii rr . 
 
 
Если предприятия не будут искажать информацию, то при такой цене 
центр решит оптимально свою задачу и обеспечит максимум прибыли 
подразделениям. 
Установив закон распределения ресурса и закон ценообразования, центр 
становится пассивной стороной и, по сути, в игре предприятий участия не 
принимает. 
Далее, рассмотрим поведение активных элементов. Подставляя закон 


































































Как было отмечено ранее, игровой анализ включает в себя нахождение 
стандартных решений, соответствующих различным качественным типам 
поведения участников. Так, точка Нэша соответствует индивидуально-
рациональным стратегиям, а Парето, переговорное множество, точка 
максимальной суммы выигрышей и точка Эджворта – коллективно-
рациональному поведению. Из теории известен ряд математических 
выражений, при помощи которых вычисляются перечисленные решения, 
однако они рассчитаны на игру без ограничений. Аналитически полученные 
129 
значения могут не попадать в пространство игры, обусловленное 
дополнительными границами. Поэтому в игре, рассматриваемой в настоящей 
работе, поиск решений осуществляется не только по общепринятым 
формулам, но и руководствуясь их свойствами, содержащимися в 
определениях (дефинициях). Кроме того, говоря о стандартных решениях, мы 
будем иметь в виду решения, обладающие свойствами стандартных. 
Например, точка Нэша – это точка, от которой не выгодно отклоняться в 
одностороннем порядке ни одному из игроков. Она отражает максимальный 
гарантированный выигрыш участников и находится как решение системы из 





















В результате, может оказаться, что точка будет расположена за 
пределами пространства игры, поэтому после ее получения необходимо 
пересмотреть координаты с учетом ограничений. 
 
Точка Нэша является рациональным решением в условиях жесткой 
конкуренции, когда предприятия не «доверяют» друг другу и совместно не 
стремятся увеличить свою прибыль. В случае же, когда можно рассчитывать 
на определенную согласованность в действиях и некоторую степень доверия, 
становится важным определить, на что могут претендовать участники, 
действуя сообща, то есть, проявляя коллективно-рациональный тип 
поведения. Ответить на этот вопрос позволяет нахождение переговорного 
множества. 
 
Из всех точек пространства игры для игроков будут интересны только те, 
в которых каждый из них может получить выигрыш, по крайней мере, 
больший, чем в точке Нэша и наилучшие варианты расположены на границе 
пространства игры. Качественно это означает, что согласованные действия 
для предприятий будут иметь смысл, если они принесут выигрыш не 
меньший, чем предприятие может обеспечить себе самостоятельно. В 
действительности, требование стоит ужесточить, сказав, что необходим 
«больший» выигрыш. Согласование интересов вероятнее всего повлечет 
дополнительные затраты, которые желательно так же учесть в будущем 
выигрыше. Все множество подобных решений, расположенное на северо-
восточной границе пространства игры, отсекаемой точкой Нэша, является 
переговорным множеством. 
 
Часть границы пространства игры, которую составляют не улучшаемые 
одновременно для обоих игроков решения, – называется множеством Парето. 
Именно оно является наиболее интересным игрокам, нацеленным на 
сотрудничество. Множество Парето описывается уравнением, получаемым из 
определителя матрицы первых производных критериев по управлениям. В 
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рассматриваемой задаче этот подход приводит к степенным уравнениям и их 
аналитическое решение не представляется возможным. Следовательно, и 
границу пространства игры найти не удастся. Чтобы обойти эту трудность, 














































 через 1D , 2D  и подставляя результаты в закон 



















































Обозначим отношение 1L , 2L  через x , и выразим его в управлениях 






































   
 
Эти зависимости являются параметрическими уравнениями пространства 
игры в управлениях и критериях. Математически, они представляют 
семейства кривых, поэтому границу пространства игры можно искать как 
огибающие семейств, пользуясь методами из дифференциальной геометрии. 
Данный способ позволит наглядно получить пространство игры, нанести 
на него принятые в системе ограничения и провести анализ стратегий 
поведения предприятий. 
Множество Парето является множеством точек и естественно возникает 
вопрос, какую из них выбрать и в каком случае. Например, поиск наилучшего 
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возможного решения игры отвечает точке максимальной суммы выигрышей, 






Для того чтобы игроки попали в эту точку необходимо полное 
согласование их действий, что на практике означает доверие друг другу. 
Учитывая вероятность неравнозначности вкладов сторон в общий выигрыш, 
возникновение проблемы его дележа вполне закономерно, а достичь 
договоренности зачастую очень не легко. Поэтому в связи с трудностями по 
урегулированию интересов, ориентация предприятий на решение в точке 
Эджворта может быть более предпочтительной. 
Точка Эджворта – точка пространства игры, в которой произведение 






Она также расположена на границе пространства игры, однако в отличие 
от точки максимальной суммы, обладает устойчивостью и представляет 
особый интерес для практического использования. Находясь на множестве 
Парето, это решение не может быть улучшено одновременно для обоих 
игроков. Более того, в случае, когда игроки желают действовать согласовано, 
но, тем не менее, существуют трудности в договоре о распределении общего 
выигрыша, точка Эджворта выступает компромиссным вариантом – в ней 
каждый получает ровно столько, каков его вклад в общий выигрыш и 
проблемы дележа не возникает. 
 
Пример анализа игры предприятий 
 
Для иллюстрации полученных закономерностей, проведем анализ 








22 LK94.0Y  , а также функциями затрат 
111 L137.0K0048.0z   и 222 L143.0K0021.0z  . Будем полагать, что 
центр требует сообщать оценки производственных фондов не ниже чем 
700K min1  т. грн. для первого и 5500K min2  т. грн. для второго 
предприятия. Реальные объемы неизвестного центру фактора 1300K1  , 
8200K2  . 
Исследование показало, что пространство игры имеет вид, приведенный 
на рис. 1 – не заштрихованная область. Кривая (1) (на графике справа) 
является дискриминантной линией семейства прямых в критериях 
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(см. [6, с. 50]), а ее часть, заключенная между точками 1K , 2K  и 1M , 2M , 
вместе с участками прямых (2) – 222 KwD   и (3) – 111 KwD  , 
соответствует огибающей этого семейства. На графике слева приведено 







Рис. 2 показывает, каким образом отразятся на пространстве игры 
введенные ограничения на сообщаемую предприятиями информацию. График 
слева соответствует случаю, когда существует только ограничение min11 Ks  , 










Рис. 1. – Пространство игры в управлениях и критериях  




Рис. 2. – Ограничения на информацию в пространстве критериев 
(допустимая область не заштрихована) 
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Пересечение этих областей дает пространство игры (рис. 3) и позволяет 
найти стандартные решения. Для принятого соотношения ограничений 
получилось, что точка максимальной суммы, точка Эджворта, множество 
Парето и переговорное множество совпали в одной точке, обозначенной на 
рисунке точкой P. 
 
Проведенный анализ поведения активной системы, элементы которой 
описываются производственными функциями типа Кобба-Дугласа, позволяет 
сделать сравнение полученных результатов с предварительно выполненными 
аналогичными расчетами на основе традиционных моделей, принятых в 
теории активных систем и основанных на использовании обобщенных 
коэффициентов эффективности активных элементов. В обоих случаях 
наблюдаются качественно одинаковые ситуации, что свидетельствует об 





Рис. 3. – Пространство игры и стандартные решения с учетом ограничений: 
а) в управлениях; б) в критериях 




описанию производственных возможностей предприятий, а результаты могут 




Подводя итоги выполненной работы, сделаем следующее заключение: 
- использование производственной функции типа Кобба-Дугласа как 
основной характеристики подразделений активной системы, 
повышает адекватность описания моделей производства предприятий 
по отношению к реальной экономике, однако вызывает 
дополнительные трудности математического анализа игровой 
ситуации, и только при условии равенства коэффициентов 
эластичности труда удается получить аналитическое решение; 
- построен алгоритм анализа рационального поведения активной 
системы на основе принципа открытого управления и применения 
производственных функций типа Кобба-Дугласа в качестве моделей, 
описывающих активные элементы; 
- исследование рационального поведения активной системы во всем 
пространстве игры на реальных данных крупного промышленного 
объединения, с учетом информационных ограничений, показало, что 
стандартные решения бескоалиционной игры находятся в точке 
пересечения этих ограничений, являются устойчивыми и 
эффективными. Таким образом, и индивидуально-рациональное 
поведение, и коллективно-рациональные стратегии, дают одинаковый 
максимально возможный результат. 
Стоит также отметить, что модели производственных функций, 
используемые как в теории активных систем, так и в настоящей работе, не 
учитывают какой-либо технический прогресс в работе подразделений. Этим 
не всегда можно пренебрегать, особенно в условиях современного развития 
технологий, поэтому, одним из направлений продолжения исследования 
может являться изучение применения производственных функций, 
предусматривающих развитие самих элементов активной системы. Подобный 
фактор с одной стороны дополнительно повысит соответствие теории и 
практики, а с другой, возможно, внесет новизну в качество игровых решений. 
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